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Abstract 

We obtain a lower bound for the normalised height of a non-torsion subvariety 
V oi a. CM. abelian variety. This lower bound is optimal in terms of the 
géométrie degree of V , up to a power of a "log" . We tlius extend the results 
of F. Amoroso and S. David on the same problem on a multiplicative group 
G^. We prove furthermore that the optimal lower bound (conjectured by S. 
David and P. Philippon) is a corollary of the conjecture of S. David and M. 
Hindry on the abelian Lehmer's problem. We deduce thèse results from a 
density theorem on the non-torsion points of V . 
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1 Introduction 



On sait depuis les travaux de Philippon [Tïï] [TE] [T7], puis Bost, Gillet, 
Soulé |H] dans le cadre de l'intersection arithmétique, comment définir la 
hauteur des variétés projectives ; l'idée étant de considérer un point comme 
une variété de dimension zéro et de généraliser ceci en dimension supérieure. 
De même que dans le cas des points, on sait pour les variétés abéhennes 
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munies d'un fibré en droites ample et symétrique définir une hauteur par- 
ticulièrement agréable : la hauteur canonique h^, ou hauteur normalisée. 
En dimension zéro, il existe un théorème caractérisant les points de hauteur 
normalisée nulle ; c'est un résultat de Kronecker dans le cas de Gm- Philip- 
pon J^7| (dans le cas d'un produit de courbes elliptiques) puis Zhang [21] et 
David-Philippon ^Uj dans le cas général ont montré comment généraliser ce 
résultat pour caractériser les sous-variétés de hauteur normalisée nulle : ce 
sont les translatées d'un sous-groupe algébrique par un point de torsion. On 
dit qu'une telle sous-variété est une sous-variété de torsion. La réponse à 
cette question répond à une conjecture de Bogomolov. Ceci étant, on peut 
se demander comment minorer la hauteur normalisée d'une sous-variété de 
hauteur non-nulle d'une variété abélienne. Dans leur article ^U]; David et 
Philippon ont formulé un problème général (le problème 1.7) contenant cette 
question. On peut notamment faire ressortir de la discussion suivant la for- 
mulation de leur problème l'énoncé suivant : 



Conjecture 1 (David-Philippon) Soit A une variété abélienne définie sur 
un corps de nombres k, munie d'un fibré ample et symétrique L. Soit V 
une sous-variété stricte de A sur k, k-irréductible et qui n'est pas réunion de 
sous-variétés de torsion, alors, on a l'inégalité 

^^^^^ >c{A,L)deg^{Vr^, 



où s est la dimension du plus petit sous- groupe algébrique contenant V , et où 
c{A,L) est une constante ne dépendant que de A et de L. 



Dans ce qui suit, on reprend le résultat principal (ainsi que le schéma de 
démonstration) de Amoroso-David j2] concernant le groupe multiplicatif G^, 
pour obtenir un résultat analogue dans le cadre des variétés abéliennes. En 
utilisant les résultats de David-Hindry .9j concernant le problème de Lehmer 
abélien, on obtient en corollaire un résultat en direction de la conjecture 
Ce dernier ne concerne que les variétés abéliennes de type CM., par contre 
il est essentiellement optimal (à un facteur log près) en le degré de V . 

Remerciements Je tiens à remercier M. Hindry pour sa patiente relecture, 
et je le remercie également, ainsi que S. David, pour m'avoir encouragé à 
écrire cet article. Par ailleurs je souhaite aussi remercier chaleureusement E. 
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Gaudron et G. Rémond pour m' avoir indiqué une erreur dans la preuve du 
lemme 121 dans une version préliminaire de cet article. 

1.1 Degré et hauteur 

Soit k un corps de nombres. On dira que V est une variété algébrique sur k 
si V est un fc-schéma de type fini géométriquement réduit. On dira que G 
est un groupe algébrique sur k si c'est une variété en groupes sur k. On dira 
que A est une variété abélienne définie sur k si c'est un groupe algébrique 
connexe propre et lisse sur k. Par sous- variété on entendra toujours sous- 
variété fermée. 

Soient Ok l'anneau des entiers de k, n un entier, et X une variété projective 
munie d'un plongement <y9i : X défini par un fibré L très ample sur 

X. Si 0{1) dénote le fibré standard sur P^^, on a ip}^0{l)k — L. On note 

0{1) le fibré standard muni de la métrique de Fubini-Study. Si V est une 
sous-variété de X, on note Vl l'adhérence schématique de fLiV) dans P^^. 

Définition 1 On définit le degré de la variété V relativement à L, et on note 
degj^V l'entier deg^ (ci((9(1)a:)'^™^ ■ ipL(y)) oh. deg^ est le degré projectif 
usuel sur P^. 

Définition 2 On appelle hauteur de la variété V associée à L, et on note 
hL(y) la hauteur de Vl, au sens de Bost-Gillet-Soulé [H] p. 945 définition 
3.1.1., associée au fibré hermitien 0{1). Notons que l'on ne normalise pas 
cette hauteur par le degré deg^(l^). 

Remarque 1 Par le théorème 3 p. 366 de hL{V) coïncide avec la hau- 
teur h{fv,L) de Philippon, telle que définie au paragraphe 2. de [T7j, oii fv,L 
est une forme éliminante de l'idéal de définition de ^liV) dans k[XQ, . . . , X„]. 
(Le terme d'erreur de [1^] disparait du fait du changement de normalisation 
pour la hauteur de Philippon entre les articles [T3] et [H]). 

Définition 3 Dans le cas on X = A est une variété abélienne, et où L est en 
plus symétrique, Philippon ^7] (dans le cas oii L définit un plongement pro- 
jectivement normal) puis Zhang [21], avec des méthodes arakeloviennes, ont 
montré en utilisant un procédé de limite à la Néron- Tate, comment définir 
une hauteur canonique, notée /iL(.), sur l'ensemble des sous-variétés de A. 
Cette hauteur vérifie notamment : si X est une sous-variété de A, de stabil- 
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isateur Gx, et si n est un entier, alors, 



2(dimX+l) 



hL{\n]{X)) 



ker [n] n Gx 



hdX). 



Définition 4 Soit A/k une variété abélienne. On dit que V est une sous- 
variété de torsion de A si V = a + B avec a G Ators et B une sous-variété 
abélienne de A. On dit que c'est une sous-variété de torsion stricte de A 
si c'est une sous- variété de torsion a + B avec B une sous- variété abélienne 
stricte de A. 

D'après les résultats de Philippon [17,, David-Pliilippon jlOj et Zhang ^T] . 
on a, si V est une sous- variété de A/k définie sur une extension finie K/k, 

hiiy) = si et seulement si V est une sous- variété de torsion. 

Définition 5 Soient V une sous-variété de A sur A;, et 9 un nombre réel 
positif. On pose V{9^L) = |x G V{k) / hL{x) < 9^ . On définit alors le 
minimum essentiel de V , et on note iif^iV) le réel 



oii V{9, L) est la fermeture de Zariski de V{9, L) dans A. 
1.2 Résultats 

Soient k un corps de nombres, A/k une variété abélienne de dimension g, et 
L un fibré en droites très ample sur A. On démontre le théorème suivant : 

Théorème 1 Soient K /k une extension finie, etV une sous-variété algébri- 
que de A sur K , K -irréductible et contenue dans aucune réunion de sous- 
variétés de torsion strictes de A. Alors, pour tout réel e > 0, l'ensemble des 
points X G V{K) d'ordre infini pour toute sous-variété abélienne stricte de 
A, et dont la hauteur de Néron-Tate relativement à L vérifie 



^^1^{V) = inf je > / V{9, L) = V 



} 




est Zariski dense dans V . 



4 



On peut donner deux corollaires à ce théorème. Pour cela, on a besoin d'une 
définition. 

Définition 6 Soient A une variété abélienne définie sur un corps de nombres 
k, L un fibré en droites ample symétrique, et x G A{k). Suivant jH] définition 
1.2., on appelle indice d'obstruction de x, et on note Sl{x) la quantité 

àiix) = min jdeg^ Xc°dim x j x G x| , 

oii le minimum est pris sur l'ensemble des sous- variétés strictes, X, de A sur 
fc, /c-irréductibles. 

On peut voir le point x G v4(fc) comme une sous-variété de A, définie sur /u, k- 
irréductible, de dimension et de degré \k{x) : /c]. Avec cette interprétation, 
la définition précédente admet la généralisation suivante : si V est une sous- 
variété stricte de A sur fc, fc-irréductible, on appelle indice d'obstruction de 
V, et on note à^ÇV) la quantité 

SL(y) = min jdegi Xcodim x j \/ c x| , 

oii le minimum est pris sur l'ensemble des sous- variétés strictes, X, de A sur 
/c, /c-irréductibles. 

Remarque 2 On a par définition, 1 < < deg^(l^)codim v . Dans le cas 

oii V est de dimension 0, on retrouve ainsi le lemme 1.3. de [5]. 

En utilisant le résultat de jH] concernant le problème de Lehmer pour les 
variétés abéliennes de type CM., on peut alors montrer le résultat suivant : 

Corollaire 1 Supposons de plus que A est de type CM. Soit V une sous- 
variété algébrique stricte de A sur k, k -irréductible et contenue dans aucune 
réunion de sous-variétés de torsion strictes de A. Alors, l'ensemble 

Y ' ^l{V) \ log(35,(T/)) ) ] ' 

n'est pas Zariski dense dans V. Ici c{A, L) est une constante ne dépendant 
que de A et de L, et n{g) est une constante effectivement calculable ne 
dépendant que de g (par exemple n{g) = {2g{g + 1)!)^+^ convient). 
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Remarque 3 Ce corollaire est une conséquence formelle du théorème Q et 
du théorème principal de jU]. En particulier, toute amélioration dans la di- 
rection de la conjecture de Lehmer abélienne, améliore d'autant le corollaire. 
Le meilleur résultat possible correspondrait au cas où A/k est une variété 
abélienne quelconque, et oii l'on peut prendre K{g) = 0, i.e., à la conjecture 
de Lehmer abélienne telle que énoncée dans [H]. 

Dans ce qui suit, si A est une variété abélienne, on suppose donné avec A une 
isogénie avec un produit de variétés abéliennes simples 11^^- suppose 
de plus que la variété produit est munie du fibré associé au plongement 

n n 
1=1 i=l 

les Ai étant plongées dans P„. par des fibrés Lj amples et symétriques. Si 
L est un fibré en droites symétrique ample sur A, on notera par c{A, L) une 
constante ne faisant intervenir que ces données. 



Corollaire 2 Si A est de type CM., L un fibré en droites ample et symétri- 
que de A, et si V est une sous-variété algébrique stricte de A sur k, k- 
irréductible et qui n'est pas réunion de sous-variétés de torsion, alors, on a 
l'inégalité 



> f^TiV) > c{A,L) deg^iV)-^-^ (log(3deg^(r)))- 



où s est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant V. 



Remarque 4 Soit P G A{k). En notant V la sous- variété de A sur k obtenue 
à partir de P en rajoutant tous ses conjugués, on constate que le résultat 
obtenu est bien une généralisation d'un énoncé du type Lehmer : il s'agit 
d'un énoncé de nature arithmétique faisant intervenir le degré d'un corps de 
définition de V. 

Remarque 5 En fait, il suit des preuves des corollaires Q et |21 le résultat 
suivant : 

soient A/k une variété abélienne de dimension g, L un fibré en 
droites symétrique ample sur A. On appelle Lehmer(74/fc, L, 7) la 
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propriété suivante : il existe des constantes c{A, L) ne dépendant 
que de A et de L, et 7(5') ne dépendant que de g, telles que 
pour tout point x G A{k) qui est d'ordre infini modulo toute 
sous-variété abélienne stricte de A, on a 

hL{x) > c{A,L)ô{x)-^^3\ 



On note ensuite Minorant (A/fc, L, V, 7) l'énoncé : il existe des 
constantes c'{A, L) ne dépendant que de A et de L, et 7(5') ne 
dépendant que de g, telles que si V est une sous-variété algébrique 
stricte de A sur k, /c-irréductible et qui n'est pas réunion de sous- 
variétés de torsion, alors, on a l'inégalité 

hL{V) , 2is]_ 



où s est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique con- 
tenant V. 

Avec ces notations, on a 

Lehmer(74//c, L, 7) ^ Minorant (A/Zc, L, V^, 7). 



De plus, et avec les notations de la remarque précédente 5, on trouve dans 
[Oj la conjecture suivante concernant le problème de Lehmer abélien : 

Conjecture 2 (David-Hindry) L'assertion Leh.meY{A/k, L,l) est vraie pour 
toute variété abélienne A/k. 

En utilisant la remarque, on en déduit qu'une bonne minoration de la hauteur 
sur les points entraine une bonne minoration de la hauteur sur toutes les 
sous- variétés. Plus précisément, on a : 



Corollaire 3 La conjecture implique la conjecture 

La suite est consacrée à une démonstration du théorèmedet de ces corollaires. 
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2 La proposition clé 



Proposition 1 (Amoroso-David) Soient n un entier et X une sous-variété 
de P" sur k, k -irréductible. Pour tout e > 0, il existe Ôq = ôo{e,X) > 
vérifiant les propriétés suivantes : 

soient ô un entier supérieur à Ôq, et Y une sous-variété de P" sur 
k ne contenant pas X. Si 

Se 

logdegfc(F) < 



4dimX ' 

alors il existe x G {X \ Y){k) tel que 



Démonstration C'est la proposition 2.1. de j2j : cette dernière est simple- 
ment énoncée avec Y une hypersurface, mais la preuve dans le cas général 
reste mot pour mot la même. □ 

En utilisant un procédé de limite, on en déduit : 



Corollaire 4 Soit V une sous-variété de A sur k, k -irréductible. Pour tout 
Si > 0, il existe ôi = ôi{ei, V, A,L)>0 vérifiant les propriétés suivantes : 

soient ô un entier supérieur à ôi, et W une sous-variété de A sur 
k ne contenant pas V. Si 

alors il existe x E {V \ W){k) tel que 

hLi^)<^^^ + ei et [kix):k]<co{ei,A,L)idegLV)5'''^'', 

où CQ{ei, A, L) est une constante strictement positive ne dépen- 
dant que de El, A et L. 
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Démonstration Quitte à remplacer L par L®'*, on suppose que le plonge- 
ment iç : A ^ ¥^ associé au fibré en droites très ample symétrique L, est 
projectivement normal. Soit p un nombre premier et N un entier strictement 
positif. On considère le plongement projectif ip = ipp^L de A, composé des 
plongements suivants 

A ^ A'^ ^ (P")^ p(n+l)^-l 

Segre 

X (— > (x, [p]x, . . . , [p^~^]x) 

Il s'agit du plongement enroulé défini dans J7] paragraphe 3. En notant 
la hauteur associée à ce plongement, la proposition 7. de nous dit que 



(27V _ 1 \ dimV /27V i \ dimF 

Ainsi, en appliquant la proposition 9. de |17|, on en déduit qu'il existe un 
réel Cp > indépendant de N, tel que 



p^-1 J deg^iV) degfc(^(V^)) 



< 8cpN. (1) 



Soit maintenant > 0. On fixe p = 3 par exemple, et on choisit 
A^(£:i, A, L) le plus petit entier tel que 

IGcpN + 1 ^ 

— ^ < El. 

On va appliquer la proposition précédente [T] avec e = 1, X = fiV) et y = 
ip{W). On choisit ô > ôi{ei,V,A,L) = max{8(dim\/)2A^logp, 5o(l,X)}, et 
on suppose que 

logdeg^(iy) < 



4dimX 
Avec ces choix, on a 

log degt Y = dimV^ log — + log degr W 

\ p^ -1 J 

< 2A^dimy logp + log deg^;^ W 

ô ô 

< 2A^diml^logp + — - — — < — — — par choix de ôi. 

AdimV zdimK 
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La proposition [T] nous dit qu'il existe y G {^iV) \ ^{W)) {k) tel que 



degfc(X) - 1 degi(\/) 



et tel que 



àimV ^ { P ^ 



2N 1 \ dimV 



rdimy 



Par définition, il existe x E V \ W tel que 

y = ip{x), et tel que | hom{y) 5 \< 8cpN. 

»^ — 1 



On en déduit 



< + ,L . , et [k{x) ■.k]<i ^i— — ^"^'-^ deg^ V. 



Le choix de N permet de conclure. □ 



3 Un lemme de majoration 

Dans ce qui suit, A/k est une variété abélienne définie sur un corps de nom- 
bres k, et L est un fibré en droites symétrique très ample sur A. On suppose 
k plongé dans C. On commence par rappeler un résultat classique concernant 
le corps de définition d'une sous-variété abélienne de A. 



Lemme 1 // existe une extension F/k finie, ne dépendant que de A, et no- 
tamment de degré majoré par une constante ne dépendant que de A, telle que 
toute sous-variété abélienne de A soit définie sur F. 

Démonstration Le groupe Endc(^) est un Z-module de type fini. Il existe 
donc une extension finie F/k ne dépendant que de A telle que Endc(^) = 
Endi?(y4). Soit maintenant B une sous- variété abélienne de A. Par le théorè- 
me d'irréductibilité de Poincaré, il existe une sous-variété abélienne C de A 
et une isogénie (f : A —>■ B x C. En notant pri la projection de B x C sur B, 
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et i l'inclusion de B dans A, on a : f = iopri oy? G EnéplA). Or B = f{A), 
donc B est définie sur F. □ 

Remarque 6 En fait on peut prendre F/k de degré inférieur à s^^dimA" ^^.^ 
[m lemma 2.2.). 

Au vu de ce lemme, on supposera dans toute la suite que toutes les sous- 
variétés abéliennes de A/k sont définies sur k. 

Lemme 2 Soient d un entier, et x & A un point rationnel sur une extension 
de degré inférieur à d. Si x est un point de torsion modulo une sous-variété 
abélienne stricte B de A, alors on peut écrire x = y + ^ avec y E B et 
^ G A{F)toTs où F est une extension de degré inférieur à Ci{A)d, Ci{A) étant 
une constante ne dépendant que de A. 

Démonstration On note n : A —>■ A/B = C. On sait (cf. que l'on peut 
construire une sous- variété abélienne C de A telle que A = B + C , et telle 
que Gard {B fl C") < ci (A) pour une constante ci (A) ne dépendant que de A. 
Notons tt' = 'K\c' l'isogénie de C vers C, et posons K = k{x). On peut écrire 
X = b + c' avec 6 G -B et c' G C. On a n{x) = 7r'(c') G C{K)tors- L'application 
tt' étant une isogénie, le point c' est de torsion, et il est rationnel sur une 
extension de K de degré majoré par ci{A). □ 

Lemme 3 Soient d un entier, et x & A un point rationnel sur une extension 
de degré inférieur à d. Si x est de torsion modulo une sous-variété abélienne 
stricte B de A, alors, il existe une sous-variété abélienne B^ stricte de A et 
un point de torsion ^ défini sur une extension de degré au plus ci{A)d de k, 
tels que x G {B^ + > ^^^'^ Q'^^ 

degL B^ < C2{A, L)d''^^^ max{l, hLix)Y^^^\ où 

C2 ne dépend que de A de L, et où c^, C4 sont des constantes ne dépendant 
que de A. 

Démonstration On note le plus petit sous-groupe algébrique contenant 
X, et on note B^ = sa composante neutre. Par hypothèse sur x, la 
sous-variété abélienne B^ est strictement incluse dans A, et x est de torsion 
modulo Bj;. Ainsi, le lemme El entraine que x G {B^ -\- ^) avec ^ point de 
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torsion défini sur une extension de degré au plus Ci{A)d de k. Il reste à 
voir que le degré de Br^ est majoré comme on veut. On va pour cela utiliser 
l'article [Ij de Bertrand. En suivant les notations de cet article, on note ?i(v4) 
l'ensemble des classes d'isomorphismes de sous-variétés abéliennes de A. La 
proposition l.(ii) de |1] nous assure que cet ensemble est fini. De plus, si K/k 
est une extension de degré d telle que le point x est i^'-rationnel, en utilisant 
le theorem p. 154 de [T2|, on note que le cardinal de A{K)tors est majoré par 
Cg(y4)(i^'^'™ ^. Il en va donc de même du cardinal de Y(K)tors pour toute sous- 
variété abélienne Y de A. Par le lemme 2, pour toute sous- variété abélienne Y 
de A, le cardinal du sous-groupe de torsion de {A/Y){K) divise une quantité 
majorée par Cg{A)d^^o('^\ Avec les notations de ji4 poroposition 1. (i), on 
peut donc prendre u(A/K) < Cg{A)d'^'^o('^\ En appliquant maintenant le 
Corollary p. 239 et la remark 2. (i) p. 231 de 0, et avec ses notations, on 
obtient la majoration 

degL < c{A, K)-'4{A, L)d<i(^) max{l, 

Il nous suffit maintenant de montrer que c{A, K) > Cii{A, L)d~'^"o(^) , L'en- 
semble TC{A, K) = H{A, k) de classes de K-isomorphismes de sous-variétés 
abéliennes de A est fini (et ne dépend que de A et A; par le lemme HJ : 

On note bi le degré de la polarisation sur Bi déduite de {A,L). On pose 
c[2{A,L) = minèj > 0. La remarque suivant le corollary p. 239 de [4^ nous 
indique alors (en mettant dans une même constante C2{A,L) la dépendance 
en /iFait(^) et en c[2{A,L)) que 

c{A,K) > d[M.L)d~<»^'^\ 

□ 

Remarque 7 La preuve de ce lemme nous permet même de spécifier B^ : 
on peut prendre pour B^ la composante neutre du plus petit sous-groupe 
algébrique contenant le point x. 

Remarque 8 Dans son article |ïï|, Rémond obtient une version plus fine de 
ce lemme 0] 
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Soit D un entier. On définit une sous- variété de A sur notée Y{D, d), par 

d) = [j(^{B + j , 

oii B décrit l'ensemble Sl{D) des sous- variétés abéliennes strictes de A de 
degré (relativement à L) inférieur k D, et ^ décrit l'ensemble des points de 
torsion de A définis sur une extension de degré au plus Ci{A)d de k. 

Lemme 4 // existe une constante C5{A,L) telle que 

Gard Sl{D) < C5(A, L)Z}(2dimA)2_ 

Démonstration Le fibré L est très ample, donc il définit une forme de 
Riemann Hl sur ^^(c), telle que la forme symplectique El = ImNi, est à 
valeurs entières sur le réseau des périodes flA{c) ■ En utilisant essentiellement 
le théorème de Riemann-Roch pour les variétés abéliennes, la proposition 3 
p. 269 de fïïj nous indique que, si B est une sous-variété abélienne de A, alors 

deg^B = {dimB)Wo\E^^B{c), 

où le volume est relatif à la norme || ■ || induite par la forme bilinéaire 
symétrique définie positive cl donnée par ei^x^y) = EL{ix,y). En notant 
Cq{A, L) le volume de la boule unitée de M^dimA pQ^j^ cette norme, le théorème 
des minimas successifs de Minkowski nous permet d'en déduire qu'il existe 
une base de flB{c) formée d'éléments (notés {ui, . . . ,u;2dimB}) appartenant à 
Qa(c) , tels que 

2dimB 

J] \\ui ||<4(A,L)degiS. 

i=l 

On pose Cmin(A, L) = min {l, || || / A, G ^Aic) - {0}}, et on note Wmax le 
Ui de plus grande norme. On a 

2dimB 

Il tU^ax II C^in(A, i^)'^"' < n II B C'(,{A,L)D. 

i=l 

Ainsi, on tire || cjmax ||< Cy{A,L)D, ce qui entraine 

Gard Sl{D) < c.,{A,L)D^^'^'^^^\ 

□ 
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Lemme 5 Le degré relativement à L de Y{D,d) est majoré par une expres- 
sion de la forme cq{A, L)D'^''^^^d'^^^^\ 

Démonstration On sait par le theorem p. 154 de ^] que tout point de 
torsion de A{k) défini sur une extension de degré inférieur à Ci{A)d est d'ordre 
majore par Cg 

(^^)^7dim{A)^ On en déduit donc que l'ensemble des points de 
torsion définis sur une extension de degré inférieur à ci{A)d est de cardinal 
majoré par 



c'^(^A)d^7dimiA))i2dimiA)+l)_ ^3) 

Par ailleurs, on sait majorer le cardinal de £l{D) par le lemme précédent, 
donc l'additivité du degré nous donne 

deg^ Y{D, d)<D- (C5(A, L)D(2dimA)2 j . ^^^^(7dim(A))(2dim{A)+l)^ _ ^3) 

L'inégalité (jH} est bien de la forme voulue. □ 



4 Preuve du théorème [T] 

Quitte à remplacer V par la réunion des cr{y) avec a G Gal(A;/A;), on peut 
supposer que V est définie sur k et /c-irréductible. Soit e > un réel. On 
suppose par l'absurde qu'il existe une hypersurface Z de A sur k, ne contenant 
pas V mais contenant tous les points de V d'ordre infini modulo toute sous- 
variété abélienne stricte de A, et tels que la hauteur vérifie < ;^^ + ^- 
Soit alors, ô un entier non nul. On considère la sous-variété Ys de A sur k de 
codimension supérieure à 1, définie par 

Ys = Y{D,d), 

où Y{D, d) est définie comme au paragraphe précédent, et où 



et. 



degLiV) 

d = Coie)degLiV)ô'''^''. 
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Par hypothèse, V n'est contenue dans aucune réunion de sous-variétés de 
torsion strictes de A, donc V ^ Yg. Il existe ôi{e, V, A, L) tel que pour tout 
^ > V, A, L), on a l'inégalité 

logdeg^(nuZ) < 



4dimy 

En effet, par le lemmeEl on sait que 

deg^r^ < C6(A,L)D^^(^)d^«(^). 

En remplaçant D et d par leurs valeurs, et par additivité du degré, on 
en déduit l'inégalité pour tout ô > ôi{e,V, A, L) assez grand. On se fixe 
désormais un tel ô, et on applique le corollaire El à Yg U Z. On obtient ainsi 
un X eV\{YsU Z) tel que 

hLi^)<^^^ + e et [fc(a;):fc]<co(£)(deg^r)5'^''^^. 
aeg^ V 

Si X est un point de torsion modulo une sous-variété abélienne stricte de 
A, alors, le lemme El et le choix de D dans Ys entraine que x G Ys. Ceci 
est impossible, donc par définition de Z, x appartient à Z. Mais ceci est 
également impossible. Ceci conclut par l'absurde. □ 



5 Preuve du corollaire [T] 

On commence par rappeler le théorème de Zhang sur les minimas successifs 
(cf. [20j theorem 5.2, et ^21j theorem 1.10). Plus exactement, on en donne 
une version affaiblie qui nous suffira, ne faisant intervenir que le minimum 
essentiel. 



Théorème 2 (Zhang) Si V est une sous-variété de A sur K, alors 



(dim V + 1) degL V - "^"^ ^ ' - deg^ 1/' 



On peut maintenant passer à la preuve du corollairelU: soit e > 0, le théorème 
IHnous indique que l'ensemble des x G Vi}^) d'ordre infini modulo toute sous- 
variété abélienne stricte de A et qui sont de hauteur hi,{x) < j^^^ + e est 
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Zariski dense dans V. En utilisant le théorème |21 de Zhang, on en déduit 
que les points x G V{k) d'ordre infini modulo toute sous-variété abélienne, 
et de hauteur < (dim V + l)fi'^f^{V) + e est Zariski dense dans V . En 

particulier cet ensemble est non-vide. On choisit un élément x dedans. En 
appliquant le théorème 1.5. de |9j ainsi que la remarque qui suit ce théorème, 
on en déduit 

^ c{A,L) /loglog(35zX^y(^) 

h{x) [ \og{3ô,{x)) ) ' 

oii c(yl, L) est une constante ne dépendant que de A et de L, et ti{g) est 
une constante effectivement calculable ne dépendant que de g (par exemple 
K{g) = {2g{g + 1)!)^+^ convient). Or Ôl{x) < Sl{V) car une sous-variété de 
A contenant V contient x. On en déduit 

^ . ^ c(A,L) /loglog(3<5^(V))^'=(^) 
Notamment on en conclut 



ÔLiV) V log(3<5i(V)) 



c{A,L) f\og\og{3ÔLiV)) 



Ôl{V) V \og{3ÔL{V)) 
Ceci termine la preuve en faisant tendre e vers 0. □ 



6 Preuve du corollaire |21 

On commence par prouver le corollaire dans un cas particulier, auquel on se 
ramènera ensuite. 



Corollaire 5 Si A = YYi=i^7' ■^oît-^ simples, est de type CM., et 

si V est une sous-variété algébrique stricte de A sur k, k -irréductible et qui 
n'est pas réunion de sous-variétés de torsion, alors, on a l'inégalité 

^""^^^ > f-iuiV) > c(A,M)degM(V^)-^ (log(3deg^(\/)))--(^) , 



degM(V^) 

où s est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant V , et où 
M est le fibré en droites ample associé au plongement 



•4=n-4r-n''ï.'"°p". 



Segre 

F"- 

ni 

1=1 i=l 
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les Ai étant plongées dans P„. par des fibrés Li très amples et symétriques. 



Démonstration On note G le plus petit sous-groupe algébrique contenant 
V. On note G° la composante connexe de l'identité de G. C'est une sous- 
variété abélienne de A, et elle est donc isogène h B = YYi=i où < 
Si < Tj. On note alors tt : A —>■ B une projection naturelle obtenue par 
oubli de certaines coordonnées, de sorte que tt\g est une isogénie. Montrons 
maintenant que l'on est dans les conditions d'application du corollaire ^ en 
prenant comme variété abélienne B, et comme sous-variété algébrique vr(V). 

Si n(y) est inclus dans une réunion de sous-variétés de torsion |J (Cj -|- 
où dimCj < dimB, en notant H le plus petit sous-groupe algébrique 
contenant tt{V), on a toujours dimH < dimB. Ainsi Gi = G H 7i^^{H) est 
un sous-groupe algébrique strict de G (car tt^g est une isogénie), contenant 
V. Ceci est absurde. 

Si niV) = B, alors V est de torsion. Ceci est absurde. 

Finalement, niV) est une fc-sous-variété stricte de B, irréductible, et n'est 
pas incluse dans une réunion de sous-variétés de torsion strictes. On peut 
donc appliquer le corollaire [T] Par ailleurs, la hauteur et le degré sont définis 
relativement aux plongements 

^ = n ^ n n '^'^ et 5 = n - n p^-- 

1=1 i=l 1=1 i=l 

De plus l'application vf : YYi=i ~^ YYi=i est la projection linéaire définie 
par oubli de coordonnées. Dans ce cas et pour ces plongements on a, 

f^Z'My))<f'M{V), et, deg^^7r(\/)<deg^,(\/). 
Ceci nous donne 

f^Aiiy) > /^Mb(^(^))) d'où par le corollaire [T] et la remarque 2, 

> ciB, Mb) (deg^,, 7r(V))-^^ (logdeg^,^ niV))-^^'^ 

> c{B, Mb) {deg^i V)~^^ {logdegMiY))-''^'^ . 

> c'(A,M) {deg^V)-^^ (logdegM(V^))""^'^ , 

où on a pris pour c'{A, M) le minimum des c{B, Mb) quand Si varie dans 
|0,rj. On conclut en appliquant le théorème 121 de Zhang. □ □ 
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On donne maintenant la preuve du corollaire |21 : la variété abélienne A est 
donnée avec une isogénie p vers B = YTi=i^7- ^^it V la sous- variété de A 
comme dans les hypothèses. On vérifie que W = p{V) est une sous-variété 
de B vérifiant les mêmes hypothèses. Il résulte facilement de la preuve de la 
proposition 14. de [TT] qu'il existe c'{A, L) tel que 

hL{V)>c'{A,L)hM{W). 

Ainsi, en appliquant le résultat précédent, on en déduit presque l'inégalité 
voulue : il faut encore remplacer le degré àegj^iW) par deg^(K). Or 

àegMiW) = (degp) degp,MiV). 

D'autre part p*M et L sont amples, donc on a des inégalités 

C2{A, L) deg^,M{V) > degL V > cs{A, L) deg^^^iV). 

En injectant ceci dans l'inégahté donnée par le corollaire El précédent, on peut 
conclure. 
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